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Предисловие
Преобразованиями можно отображать не только точки и прямые,  но и сами преобразования, поэтому в данной работе мы рассмотрим, как с помощью одного преобразования можно получить другое.
Целью моей работы является рассмотрение темы трансформации преобразований. Основные задачи:
· Познакомиться с литературой по данной теме
· Ввести понятие трансформации преобразований
· Рассмотреть различные примеры трансформаций
· Привести примеры задач, решаемых с помощью трансформации преобразований
В основном в работе рассматриваются преобразования плоскости, если не оговорено иное.
При написании данной работы во многом использовалась книга «Перемещения и подобия плоскости» Понарина Я.П. и Скопеца З.А. В ней дается систематическое и углубленное изложение теории перемещений и преобразований подобия плоскости, рассматриваются многочисленные примеры, иллюстрирующие применение теоретических положений. Анализируются задачи на вычисление, доказательство и построение, рационально решаемые с помощью метода геометрических преобразований, также предлагаются задачи для самостоятельного решения.
Также большую помощь при написании данной работы оказала книга Понарина Я.П. «Преобразования пространства». Здесь содержится теоретический и практический материал по теме аффинных преобразований, рассмотрены движения, подобия и аффинные преобразования трехмерного пространства. Изложение сопровождается образцами решения задач. 
Хотелось бы отметить книгу Яглома И.М. и Ашкинузе В.Г. «Идеи и методы аффинной и проективной геометрии». Часть 1. Она содержит разнообразный материал, связанный с идеями и методами аффинной геометрии, причем этот материал преподносится без отрыва от элементарной геометрии.
[bookmark: _Toc102802702]
1. Понятие трансформации преобразований
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Рис.1
)Если f и g – преобразования некоторого множества, например, множества всех точек плоскости, и f(A)=B, g(A)=A1, g(B)=B1, то точке А1 поставим в соответствие точку В1. Вообще, каждую пару (А, f(A)) отобразим преобразованием  g. Множество всех полученных при этом новых пар (А1, g(f(A))) есть новое преобразование плоскости, являющееся композицией   (рис.1), поскольку эта композиция отображает А1 на В1. Условимся обозначать  и говорить, что преобразование f g получается из f под действием преобразования g. Запись f g кратко будем читать «эф под же».
Итак, по определению
	,	(1)
в частности,  и E f = E.
Имеют место следующие формулы:
,
	,	(2)
(f g)-1 = (f -1)g.
Действительно, . Поскольку , то, вставляя  между g и f и используя ассоциативное свойство всякой композиции преобразований, получаем . Далее  . Учитывая, что преобразование, обратное композиции данных преобразований, является композицией обратных им преобразований, взятых в обратном порядке, т.е. , получаем . Наконец, .
Если преобразование f инволютивно, то и то и f g также инволютивно. В самом деле, если , но f ≠ Е, то , но f g ≠ Е, так как из f g = Е следует f = Е.
Теорема о неподвижной точке. Если А – неподвижная точка преобразования f, то g(A) – неподвижная точка преобразования  f g, и обратно:
f(A) = A ↔ f g(g(A)) = g(A).
Доказательство. Если f(A) = A, то f g(g(A)) = g(f(g-1(g(A)))) = =g(f(A)) = g(A). Обратно, если f g(g(A)) = g(A), т.е. g(f(g-1(g(A)))) = g(A), то g(f(A)) = g(A). Поскольку при преобразовании образы любых двух различных точек не совпадают, то из совпадения образов точек f(A) и A при преобразовании g следует и совпадение этих точек: f(A) = A. [1]
Аналогичная теорема имеет место и для двойных прямых.
[bookmark: _Toc102802703]2. Трансформация движения движением
Применим теперь рассмотренные формулы и свойства к движениям. Если f и g – движения, то, в силу (1), f g – тоже движение. Более того, так как неподвижные точки движения f переходят в неподвижные точки движения f g, а вид движения характеризуется его неподвижными точками, то оба движения - f и f g – одного и того же вида, независимо от движения g.
[bookmark: _Toc102802704]2.1. Трансформация осевой симметрии движением
Принимая во внимание предыдущее свойство неподвижных точек и двойных прямых, получим 
	(Sl)g = Sg(l).	(3)
С помощью этой формулы можно получить аналогичные формулы для остальных движений частного вида. Для этого найдем сначала:
. [1]
[bookmark: _Toc102802705]2.2. Трансформация параллельного переноса движением
Если прямые u и v параллельны, то отображение g отображает их на параллельные прямые g(u) и g(v) с сохранением расстояния между ними. Следовательно, если , то 
	.	(4)
В частности, если g есть поворот , то по свойству поворота ориентированный угол между векторами  и равен углу α поворота. Отсюда из равенства  следует, что результат поворота вектора не зависит от центра поворота.
Теорема. Для любого вектора , любого действительного числа х и перемещения g имеет место равенство:
	.	(5)
Доказательство. Если , то в силу (4) . Так как движение g сохраняет величину угла между векторами, а значит, и сохраняет, в частности, их сонаправленность или противонаправленность, то из  или  вытекает соответственно или . Отсюда и из равенства  следует (5).
Доказанная зависимость (5) с помощью первой формулы (2) обобщается на такую:
	.	(6)
Действительно, .
Ясно, что зависимость вида (6) будет справедлива и для линейной комбинации любого числа векторов. [1]
[bookmark: _Toc102802706]2.3. Трансформация поворота движением
Далее, если u∩v = O, то g(u)∩g(v) = g(O) и (g(u), g(v)) = (u, v), если g – движение 1-го рода, и (g(u), g(v)) = -(u, v), если g – движение 2-го рода. Поэтому, если , то 
		(7)
где знак «+» берется при движении g 1-го рода и «-» - при движении g второго рода. [1]
В частности, если прямая l проходит через т.О пересечения прямых u и v, то 
	.	(8)
[bookmark: _Toc102802707]2.4. Трансформация центральной симметрии движением
	Так как центральная симметрия – частный случай поворота, а именно – поворот на 180°, то , а в силу формулы (7) , а это, в свою очередь, Zg(O). Таким образом,
	(ZO)g = Zg(O).	(9)
[bookmark: _Toc102802708]2.5. Трансформация зеркальной симметрии движением
Рассмотрим трансформацию преобразования пространства – зеркальной симметрии. Неподвижными точками преобразования  являются точки g(α), которые также образуют плоскость (по свойству движения), значит,
	.	(10)
[bookmark: _Toc102802709]2.6. Трансформация поворота относительно оси движением
Поворот относительно оси l на угол α – это преобразование пространства, композиция двух зеркальных симметрий относительно плоскостей β и γ таких, что β∩γ = l, (β, γ) = α. Заметим, что в данном примере движение g также должно быть движением пространства, поэтому оно не может быть поворотом относительно точки. Далее, , по формулам (2) это равняется  (по (10)). Пусть g(β)∩g(γ) = m, (g(β), g(γ)) = φ. Тогда по определению поворота относительно оси .
β∩γ = l, а т.к. образ пересечения равен пересечению образов, то g(β)∩g(γ) = g(l) и (g(β), g(γ)) = (β, γ), если g – первого рода и (g(β), g(γ)) = = -(β, γ), если g– второго рода, поэтому
	.	(12)
[bookmark: _Toc102802710]3. Трансформация гомотетии движением
Рассмотрим . Пусть g(О)=А. Тогда по свойству неподвижных точек и двойных прямых, А – неподвижная точка преобразования , также мы имеем пучок неподвижных прямых в т. А, поэтому данное преобразование не может быть поворотной гомотетией или гомотетической симметрией. Следовательно, . Найдем коэффициент с, для этого рассмотрим точку М1, пусть |М1,A| = d.
Пусть g(М1) = М, мы знаем, что g(О)=А тогда по свойствам движения |МО| = d.
Пусть , по определению гомотетии |М2О| = kd.
Пусть g(М2) = М3, по свойствам движения |М3А| = kd. А т.к. при гомотетии все расстояния изменяются в одно и то же число раз, то с = k. Следовательно,
	.	(21)
[bookmark: _Toc102802711]4. Трансформация гомотетии гомотетией
Найдем сначала композицию двух гомотетий , для этого рассмотрим вектор . По свойству гомотетии, , а .
Рассмотрим первый случай, когда lk = 1, тогда мы получили преобразование, при котором вектор перешел сам в себя, а это параллельный перенос . Найдем вектор , для этого найдем образ точки О при этой композиции. , а : . Тогда . Значит, композиция двух гомотетий  при lk = 1 есть параллельный перенос на вектор .
	.	(22)
Рассмотрим второй случай, когда lk ≠ 1. Найдем неподвижные точки этого преобразования. Пусть точка М – неподвижная, тогда если , а , то М = D, значит, .  Но . Т.к. и , то . Тогда . Т.к. lk ≠ 1, то выразим вектор : . Значит, у данного преобразования только одна неподвижная точка М, причем , следовательно, точки O, Q, M лежат на одной прямой. 
Докажем теперь, что данное преобразование будет гомотетией с центром в т. М и коэффициентом lk. Возьмем произвольную точку Е, пусть , а  (
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Рис. 2
). Докажем, что  (рис. 2). Разложим векторы  и  по векторам  и . По правилу треугольника, , а . Ранее мы выразили вектор  через вектор : , тогда вектор  выражается через вектор  следующим образом: . Вектор при гомотетии переходит в вектор , тогда . Значит, . Теперь приведем подобные слагаемые и разложим вектор  по векторам  и , после этого получим . Вектор  при гомотетии переходит в вектор , значит, , а вектор  вновь выразим через , тогда . Приведем подобные слагаемые, получим 
. По правилу треугольника , следовательно . Таким образом, мы показали, что преобразование  произвольную точку E переводит в точку G такую, что , следовательно, это преобразование – гомотетия с центром в точке М и коэффициентом lk. 
	.	(23)
Сейчас найдем преобразование . , а это по формуле (23) равняется , . Далее применяя формулу (23), получаем , . Выразим вектор  через вектор . По правилу треугольника, . Мы уже знаем, что , тогда . Приведем подобные слагаемые, получим . Так как , то . Значит, . Таким образом,
	.	(24)
[bookmark: _Toc102802712]5. Трансформация движения гомотетией
[bookmark: _Toc102802713]5.1. Трансформация осевой симметрии гомотетией
Рассмотрим . По теореме о неподвижных точках, прямая  – неподвижная прямая преобразования , значит, это осевая симметрия с осью m.
	.	(25)
[bookmark: _Toc102802714]5.2. Трансформация параллельного переноса гомотетией
, но , . [1] Тогда , что по формуле (22) равняется . Следовательно, 
	.	(26)
[bookmark: _Toc102802715]5.3. Трансформация произвольного движения гомотетией
Рассмотрим . По теореме о неподвижных точках, неподвижными точками преобразования  являются образы неподвижных точек движения f. Докажем, что это – движение. . Рассмотрим точки А и L, |AL| = d. Пусть при гомотетии  они переходят соответственно в точки В и М, тогда |BM| = d/k. При движении f точки В и М переходят соответственно в точки С и N, тогда |CN| = d/k, т.к. движение сохраняет расстояния между точками. Пусть при гомотетии  точки С и N переходят соответственно в точки D и P, |DP| = kd/k = d. Мы получили, что преобразование сохраняет расстояния между точками, значит, это движение, неподвижными точками которого являются образы неподвижных точек движения f, а т.к. вид движения определяется его неподвижными точками, то - движение того же вида, что и f.	
[bookmark: _Toc102802716]6. Трансформация подобия гомотетией
Рассмотрим , где f – подобие. Известно, что подобие – это композиция движения и гомотетии, тогда , а это, по формулам (2), равняется . Как было доказано в 5.3, - движение того же вида, что и g, а по формуле (24) . Следовательно, - подобие того же вида, что и f. Если f , то
	.	(27)
[bookmark: _Toc102802717]7. Трансформация движения подобием
Пусть подобие – это композиция движения g и гомотетии , то движение f под подобием – это  . В силу ассоциативности композиции преобразований,  . По доказанному в п. 5.3  = f1 - движение того же вида, что и f, а его неподвижные точки – образы неподвижных точек движения f при гомотетии . Тогда . Но f1g = f2 – движение того же вида, что и f1, а его неподвижные точки – образы неподвижных точек движения f1 при движении g. Тогда - движение того же вида, что и f, а его неподвижные точки – образы неподвижных точек движения f при подобии .
[bookmark: _Toc102802718]8. Трансформация подобия движением
Пусть подобие – это композиция движения f и гомотетии , тогда подобие под движением g  по формулам (2) есть . fg = f1 – движение того же вида, что и f, а его неподвижные точки – образы неподвижных точек движения f при движении g, а по формуле (21) . Тогда , а это подобие.
	.	(28)
[bookmark: _Toc102802719]9. Трансформация гомотетии подобием
Рассмотрим  . В силу ассоциативности композиции преобразований, . По формуле (24), , . Тогда   (по формуле (21)). Таким образом,
	.	(29)
[bookmark: _Toc102802720]10. Трансформация подобия подобием
Подобие φ под подобием ψ . По формулам (2), . - движение того же вида, что и f, а его неподвижные точки – образы неподвижных точек движения f при подобии ψ. По формуле (29),  . Тогда 
	,	(30)
где ξ - подобие такое, что , , а h – движение того же вида, что и f, а его неподвижные точки – образы неподвижных точек движения f при подобии ψ.
[bookmark: _Toc102802721]11. Трансформация движения аффинным преобразованием
[bookmark: _Toc102802722]11.1. Трансформация параллельного переноса                                          аффинным преобразованием
 (
M
Рис. 3
g
g
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M
1
)Рассмотрим произвольную точку М, найдем ее образ при преобразовании . При преобразовании g-1 она переходит в точку М1 (рис. 3), которая при параллельном переносе  прейдет в точку М2, , далее М2 при преобразовании g перейдет в точку М3. Заметим, что вектор при преобразовании g перейдет в вектор , значит, вся трансформация  есть параллельный перенос на вектор .
	,	(31)
где .
[bookmark: _Toc102802723]11.2. Трансформация центральной симметрии                           аффинным преобразованием
 (
g(O)
) (
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М
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2
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1
Рис. 4
)Рассмотрим произвольную точку М, найдем ее образ при преобразовании . При преобразовании g-1 она переходит в точку М1 (рис. 4), которая при центральной симметрии  ZO прейдет в точку М2, О – середина М1М2, далее М2 при преобразовании g перейдет в точку М3. Заметим, что точка О при преобразовании g перейдет в середину отрезка ММ3 (т.к. при аффинном преобразовании сохраняется принадлежность точек одной прямой и отношение расстояний между ними), а по теореме о неподвижной точке g(O) будет неподвижной точкой нового преобразования, значит, вся трансформация  есть центральная симметрия Zg(O).
	.	(32)
[bookmark: _Toc102802724]11.2. Трансформация осевой симметрии                                        аффинным преобразованием
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Рис. 5
g(l)
)Рассмотрим произвольную точку М, найдем ее образ при преобразовании  . При преобразовании g-1 она переходит в точку М1 (рис. 5), которая при осевой симметрии  Sl прейдет в точку М2,  , О – середина М1М2, далее М2 при преобразовании g перейдет в точку М3. Заметим, что точка О при преобразовании g перейдет в середину отрезка ММ3 (т.к. при аффинном преобразовании сохраняется принадлежность точек одной прямой и отношение расстояний между ними), и ее образ – О1 – будет лежать на образе прямой l при преобразовании g - g(l). По теореме о неподвижных прямых, прямая g(l) будет неподвижной прямой нового преобразования. Заметим также, что если при осевой симметрии прямые, соединяющие точки с их образами, были параллельны, то и после трансформации они будут параллельны и наклонены под одним и тем же углом к прямой g(l), значит, вся трансформация  есть косая симметрия Sg(l).
	.	(33)


[bookmark: _Toc102802725]12. Трансформация гомотетии аффинным преобразованием
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Рис. 6
O
1
)Рассмотрим произвольную точку М, найдем ее образ при преобразовании . При преобразовании g-1 она переходит в точку М1 (рис. 6), которая при гомотетии  прейдет в точку М2, , далее М2 при преобразовании g перейдет в точку М3. Заметим, что точка О при преобразовании g перейдет в точку О1 на прямой ММ3, причем  (т.к. при аффинном преобразовании сохраняется принадлежность точек одной прямой и отношение расстояний между ними), а по теореме о неподвижной точке точка О1 будет неподвижной при новом преобразовании, значит, вся трансформация  есть гомотетия .
	.	(35)
[bookmark: _Toc102802726][bookmark: _Toc102802727]13. Трансформация аффинного преобразования гомотетией
Далее будем предполагать, что аффинные преобразования g и g-1 заданы аналитически.
g:  g-1:  где образы начала координат и базисных векторов при преобразовании g имеют координаты: O’(d1, d2, d3), (a1, a2, a3), (b1, b2, b3), (c1, c2, c3), а при преобразовании g-1 O’’(n1, n2, n3),  (k1, k2, k3),  (l1, l2, l3),  (m1, m2, m3).
Известно, что движение является частным случаем аффинного преобразования, значит, движение под аффинным преобразованием, как композиция аффинных преобразований, также будет аффинным преобразованием.
[bookmark: _Toc102802728]13.1. Трансформация произвольного аффинного                         преобразования гомотетией
Выберем систему координат таким образом, чтобы центр гомотетии совпадал с началом координат, тогда  будет задаваться аналитически следующим образом.
 Рассмотрим произвольную точку М(x, y, z), найдем ее образ при преобразовании . При гомотетии  точка М переходит в точку М1(x/k, y/k, z/k). Далее, при аффинном преобразовании g М1 переходит в точку М2(, , ). M2 при гомотетии  переходит в М3(, , ). Тогда - аффинное преобразование, аналитически оно задается следующим образом.
		(34)
Мы получили, что 
		(35)
где  - параллельный перенос, .
[bookmark: _Toc102802729]13.2. Трансформация косого сжатия гомотетией
 (
В
1
)Рассмотрим гомотетию  и косое сжатие g с осью q, направлением l и коэффициентом m. Найдем, что представляет собой трансформация косого сжатия гомотетией – , для этого возьмем произвольную точку А и найдем ее образ при данной трансформации (рис. 7).
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Рис. 7
q
q
1
O
B
2
A
1
A
2
B
B
3
A
3
A
)Точка А при гомотетии  перейдет в точку А1, которая при косом сжатии перейдет в точку А2 такую, что А1А2 || l, . Точка А2 при гомотетии  перейдет в точку А3. Заметим, что прямая  – инвариантная прямая всей трансформации (по теореме о неподвижных прямых). Из точек А1 и А2 проведем перпендикуляры на прямую q – А1В1 и А2В2, а из точек А и А3 – на прямую q1 – АВ и А3В3. Тогда АВ и А3В3 – образы отрезков А1В1 и А2В2 при гомотетии , значит, , следовательно,. Мы получили, что при этой трансформации расстояние от точки А до прямой q1 изменилось в m раз:. Причем из того, что А1А2 || l, следует, что AA3 || l, потому что при гомотетии прямая переходит в параллельную ей прямую, значит, точка А сместилась в направлении l. Следовательно, в силу произвольности точки А, искомая трансформация есть косое сжатие с осью , направлением l и коэффициентом m.
[bookmark: _Toc102802730]13.3. Трансформация сдвига гомотетией
Рассмотрим гомотетию  и сдвиг g с осью q и коэффициентом m. Найдем, что представляет собой трансформация сдвига гомотетией – , для этого возьмем произвольную точку А и найдем ее образ при данной трансформации (рис. 8).
 (
A
Рис. 8
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)Точка А при гомотетии  перейдет в точку А1, которая при сдвиге перейдет в точку А2 такую, что А1А2 || q, . Точка А2 при гомотетии  перейдет в точку А3. Заметим, что прямая  – инвариантная прямая всей трансформации (по теореме о неподвижных прямых). Из точки А1 проведем перпендикуляр на прямую q А1В1, а из точки А – на прямую q1 – АВ. Тогда АВ – образ отрезка А1В1 при гомотетии , также АА3 – образ отрезка А1А2 при гомотетии , значит,  и АА3||А1А2||q||q1, (потому что при гомотетии прямая переходит в параллельную ей прямую), следовательно, и АА3||q1. Мы получили, что при этой трансформации точка А смещается параллельно прямой q1 на расстояние, пропорциональное ее расстоянию от прямой q1: . Следовательно, в силу произвольности точки А, искомая трансформация есть сдвиг с осью  и коэффициентом m.
[bookmark: _Toc102802731]14. Трансформация аффинного преобразования движением
[bookmark: _Toc100137007][bookmark: _Toc102802732]14.1. Трансформация произвольного аффинного        преобразования движением
[bookmark: _Toc102802733]14.1.1. Трансформация аффинного преобразования параллельным переносом
Данную трансформацию рассмотрим в пространстве. Пусть параллельный перенос задан вектором , (a, b, c). Рассмотрим произвольную точку М(x, y, z), найдем ее образ при преобразовании . При параллельном переносе  точка М переходит в точку М1(x-a, y-b, z-c). Далее, при аффинном преобразовании g точка М1 переходит в точку М2(a1x + b1y + + c1z - aa1 - bb1 - cc1 + d1, a2x + b2y + c2z - aa2 - bb2 - cc2 + + d2, a3x + b3y + c3z - aa3 - bb3 - cc3 + d3). M2 при параллельном переносе  переходит в М3 (a1x + b1y + c1z - aa1 - bb1 - cc1 + d1 + a, a2x + b2y + c2z - aa2 - bb2 -  cc2 + d2 + + b, a3x + b3y + c3z - aa3 - bb3 - cc3 + d3 + c) (п. 13). Тогда - аффинное преобразование, аналитически оно задается следующим образом.
		(36)
Мы получили, что
	,	(37)
где (- aa1 - bb1 - cc1 + d1 + a, - aa2 - bb2 - cc2 + d2 + b, - aa3 - bb3 - cc3 + d3 + c).
[bookmark: _Toc102802734]14.1.2. Трансформация аффинного преобразования             центральной симметрией
Рассмотрим центральную симметрию ZO в пространстве, выберем систему координат таким образом, чтобы центр симметрии О совпал с началом координат, тогда О(0, 0, 0). Рассмотрим произвольную точку М(x, y, z), найдем ее образ при преобразовании . Т.к. центральная симметрия инволютивна, то . При центральной симметрии ZO точка М переходит в точку М1(-x, -y, -z). Далее, при аффинном преобразовании g точка М1 переходит в точку М2(-a1x - b1y - c1z + d1, -a2x - b2y - c2z + d2, -a3x - b3y - c3z + d3) (п. 13). M2 при центральной симметрии ZO переходит в М3(a1x + b1y + c1z - d1, a2x + b2y + c2z - d2, a3x + b3y + c3z - d3). Тогда - аффинное преобразование, аналитически оно задается следующим образом.
		(38)
Мы получили, что
	,	(39)
где (-2d1, -2d2, -2d3).
[bookmark: _Toc102802735]14.1.3. Трансформация аффинного преобразования                     осевой симметрией
Рассмотрим осевую симметрию Sl в пространстве, выберем систему координат таким образом, чтобы ось симметрии l совпала с осью OZ, тогда Sl будет задаваться следующим образом.  Рассмотрим произвольную точку М(x, y, z), найдем ее образ при преобразовании . Т.к. осевая симметрия инволютивна, то . При осевой симметрии Sl точка М переходит в точку М1(-x, -y, z). Далее, при аффинном преобразовании g точка М1 переходит в точку М2(-a1x - b1y + c1z + d1, -a2x - b2y + c2z + d2, -a3x - b3y + c3z + d3) (п. 13). M2 при осевой симметрии Sl переходит в М3(a1x + b1y - c1z - d1, a2x + b2y - c2z - d2, a3x + b3y - c3z - d3). Тогда - аффинное преобразование, аналитически оно задается следующим образом.
		(40)
[bookmark: _Toc102802736]14.1.4. Трансформация аффинного преобразования                      зеркальной симметрией
Рассмотрим зеркальную симметрию Sα – преобразование постраноства, выберем систему координат таким образом, чтобы плоскость симметрии α совпала с плоскостью XOY, тогда Sα будет задаваться следующим образом.  Рассмотрим произвольную точку М(x, y, z), найдем ее образ при преобразовании . Т.к. зеркальная симметрия инволютивна, то . При зеркальной симметрии Sα точка М переходит в точку М1(x, y, -z). Далее, при аффинном преобразовании g точка М1 переходит в точку М2(a1x + b1y - c1z + d1, a2x + b2y - c2z + d2, a3x + b3y - c3z + d3) (п. 13). M2 при зеркальной симметрии Sα переходит в М3(a1x + b1y - c1z + d1, a2x + b2y - c2z + d2, -a3x - b3y + c3z - d3). Тогда - аффинное преобразование, аналитически оно задается следующим образом.
		(41)
[bookmark: _Toc102802737]14.2. Трансформация косого сжатия движением
 (
q
Рис. 9
l
P
A’
A
)Косое сжатие – частный случай родства, при котором каждая точка А плоскости смещается в некотором фиксированном направлении так, что ее расстояние от некоторой фиксированной прямой q изменяется в k раз:  (рис. 9). [3]
Рассмотрим произвольное движение f и косое сжатие g с осью q, направлением l и коэффициентом k. Найдем, что представляет собой трансформация косого сжатия произвольным движением – , для этого возьмем произвольную точку А и найдем ее образ при данной трансформации (рис. 10).
Точка А при произвольном движении f -1 перейдет в точку А1, которая при косом сжатии перейдет в точку А2 такую, что А1А2 || l, . Точка А2 при движении f перейдет в точку А3. Заметим, что прямая q1 = f(q) – инвариантная прямая всей трансформации (по теореме о неподвижных прямых). Из точек А1 и А2 проведем перпендикуляры на прямую q – А1В1 и А2В2, а из точек А и А3 – на прямую q1 – АВ и А3В3. Тогда АВ и А3В3 – образы отрезков А1В1 и А2В2 при движении f, значит, АВ = А1В1 и А3В3 = А2В2 , следовательно, . Мы получили, что при этой трансформации расстояние от точки А до прямой q1 изменилось в k раз:. Причем из того, что А1А2 || l, следует, что AA3 || f(l), потому что при движении сохраняется параллельность прямых, значит, точка А сместилась в направлении f(l). Следовательно, в силу произвольности точки А, искомая трансформация есть косое сжатие с осью f(q), направлением f(l) и коэффициентом k. (
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)
[bookmark: _Toc102802738]14.3. Трансформация сдвига движением
Сдвигом называется аффинное преобразование плоскости, при котором произвольная точка А смещается параллельно фиксированной прямой q на расстояние, пропорциональное ее расстоянию от прямой q (рис. 11).  - коэффициент сдвига. [3]
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Рис. 11
P
A
q
)Рассмотрим произвольное движение f и сдвиг g с осью q и коэффициентом k. Найдем, что представляет собой трансформация сдвига произвольным движением – , для этого возьмем произвольную точку А и найдем ее образ при данной трансформации (рис. 12).
Точка А при произвольном движении f -1 перейдет в точку А1, которая при сдвиге перейдет в точку А2 такую, что А1А2 ||q, . Точка А2 при движении f перейдет в точку А3. Заметим, что прямая q1 = = f(q) – инвариантная прямая всей трансформации (по теореме о неподвижных прямых); АА3 – образ отрезка А1А2 при движении f, значит,  АА3 = А1А2, d(A1, q) = d(A, q1) и АА3 ||q, тогда . Следовательно, в силу произвольности точки А, искомая трансформация есть сдвиг с осью f(q) и коэффициентом k.
[bookmark: _Toc102802739]15. Трансформация аффинного преобразования подобием
[bookmark: _Toc102802740]15.1. Трансформация косого сжатия подобием
Рассмотрим косое сжатие g с осью q, направлением l и коэффициентом m и подобие , где f – движение, найдем трансформацию gh. . В силу ассоциативности композиции преобразований,  . По доказанному в п. 13.2,  есть g1 - косое сжатие с осью , направлением l и коэффициентом m. Тогда  По доказанному в пункте 14.2, g1 f есть косое сжатие с осью f(q1), направлением f(l) и коэффициентом m. Таким образом, вся искомая трансформация представляет собой косое сжатие с осью , направлением f(l) и коэффициентом m.
[bookmark: _Toc102802741]15.2. Трансформация сдвига подобием
Рассмотрим сдвиг g с осью q и коэффициентом m и подобие , где f – движение, найдем трансформацию gh.  . В силу ассоциативности композиции преобразований,  . По доказанному в п. 13.3,  есть g1 - сдвиг с осью  и коэффициентом m. Тогда  По доказанному в пункте 14.3, g1 f есть косое сжатие с осью f(q1) и коэффициентом m. Таким образом, вся искомая трансформация представляет собой косое сжатие с осью  и коэффициентом m.
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[bookmark: _Toc102802742]16. Трансформация аффинного преобразования          аффинным преобразованием
[bookmark: _Toc102802743]16.1. Трансформация косого сжатия произвольным аффинным преобразованием
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Рис. 13
С
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f
f
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)Рассмотрим произвольное аффинное преобразование и косое сжатие g с осью q, направлением l и коэффициентом k. Найдем, что представляет собой трансформация косого сжатия g произвольным аффинным преобразованием f – , для этого возьмем произвольную точку А и найдем ее образ при данной трансформации (рис. 13).
Точка А при аффинном преобразовании f -1 перейдет в точку А1, которая при косом сжатии g перейдет в точку А2 такую, что А1А2 ||l, . Далее точка А2 при аффинном преобразовании f перейдет в точку А3. Заметим, что прямая q1 = f(q) – инвариантная прямая всей трансформации (по теореме о неподвижных прямых). Из точек А1 и А2 проведем перпендикуляры на прямую q – А1В1 и А2В2, а из точек А и А3 – на прямую q1 – АВ и А3В3. Пусть АС и А3С3 – образы отрезков А1В1 и А2В2 при аффинном преобразовании f, значит, А1В1||А2В2 и  (т.к. при косом сжатии сохраняется параллельность прямых и отношение параллельных отрезков), тогда  (соответственные углы при пересечении параллельных прямых секущей), следовательно, прямоугольные треугольники АВС и А3В3С3 подобны, исходя из этого . Мы получили, что при этой трансформации расстояние от точки А до прямой q1 изменилось в k раз: . Причем из того, что А1А2 || l, следует, что AA3||f(l), потому что при косом сжатии сохраняется параллельность прямых, значит, точка А сместилась в направлении f(l). Следовательно, в силу произвольности точки А, искомая трансформация есть косое сжатие с осью f(q), направлением f(l) и коэффициентом k.
[bookmark: _Toc102802744]17. Решение задач с помощью трансформации преобразований
 (
E
Рис. 14
N
D
C
M
B
A
P
F
O
)Задача 1. Даны правильные одинаково ориентированные треугольники OAB, OCD, OEF. Доказать, что середины M, N, P соответственно отрезков BC, DE, AF являются вершинами правильного треугольника. [1]
Решение. Из четырехугольника BEDC находим:    (рис. 14). Помня, что результат поворота вектора не зависит от центра поворота, выполним поворот этих векторов на -60°: ,  , . На основании (6) образом вектора  будет вектор  . Отсюда и следует, что треугольник MNP правильный.
Задача 2. Найти все перемещения плоскости, перестановочные с осевой симметрией Sl. [«Математика в школе», 1977, №1, задача 1802]
Решение. Из определения (1) следует, что . Если f = Sl, то на основании зависимости (3) имеем: . Задача требует найти такие перемещения g, чтобы . А для этого необходимо и достаточно того, чтобы Sl = Sg(l), откуда l = g(l). Перемещениями, отображающими прямую l на себя, являются: осевая симметрия с осью l, осевые симметрии, оси которых перпендикулярны прямой l, центральные симметрии с центрами на l, переносы параллельно l, переносные симметрии с осью l, тождественные перемещения и только эти преобразования.
 Задача 3. Определить взаимное расположение центров A, B, C и зависимость между коэффициентами k, l, m гомотетий Ak, Bl, Cm, если
	,	(42)
где точки A, B, C различны и числа k, l, m не равны 1.
Решение. Из данной зависимости (42) получаем:  , или в принятых обозначениях (1)
	.	(43)
Рассмотрим отдельно два возможных случая: lk ≠ 1 и lk = 1. В первом случае , причем . Отсюда получаем: . Согласно формуле (24), результатом трансформации гомотетии гомотетией является снова гомотетия. Поэтому , при этом по теореме о неподвижной точке Q = B1/l(P) и, следовательно, . Тогда (43) принимает вид:
,
где Q = Cm(P), и, значит, . Так как , , , то точки A, B, C коллинеарны. Как видим, при lk ≠ 1 для коэффициентов k, l, m дополнительных ограничений не возникает.
При lk = 1 по формуле (22) будет , тогда   и согласно (26) . Поэтому (43) принимает вид , или  при любом положении точки C. Отсюда lm = 1. Итак, при lk = lm = 1 центры A, B, C гомотетий произвольны.
Задача 4. Точки А, В, С лежат на прямой а, точки А1, В1, С1 – на прямой а1, параллельной прямой а (рис. 15). Доказать, что точки P = (AB1) ∩ (A1B), Q = (AC1) ∩ (A1C) и R = (BC1) ∩ (B1C) коллинеарны (теорема Паппа-Паскаля).
 (
A
Рис. 15
a
1
a
P
Q
R
C
1
B
1
A
1
C
B
)Решение. Рассмотрим гомотетии Pk, Rl, Qm, заданные указанными центрами и парами точек A → B1, B1 → C, C → A1 соответственно. Так как по условию a || a1, то Qm(A) = C1, Rl(C1) = B, Pk(B) = A1. Замечаем, что , поскольку произведение коэффициентов гомотетий в каждой из этих композиций одно и то же и эти композиции имеют общую пару соответственных точек A → A1. На основании предыдущей задачи при lk ≠ 1 точки P, Q, R коллинеарны. Если же lk = lm = 1, то при  a || a1 это возможно лишь тогда, когда (PR) || a и (PQ) || a, то есть и в этом случае точки  P, Q, R коллинеарны.
Задача 5. Если фигура имеет ось симметрии и единственный центр симметрии, то центр симметрии принадлежит оси симметрии. Доказать.
Решение. Пусть l – ось симметрии и Q – единственный центр симметрии фигуры F, то есть Sl(F) = F и ZQ(F) = F. Тогда композиция  отображает F на себя. Поскольку , где A = = Sl(Q), то ZA(F) = F. Следовательно, точка A является центром симметрии фигуры F. Если бы , то A ≠ Q, что противоречит условию единственности центра симметрии фигуры F. Значит, .
Задача 6. Если композиция двух подобий перестановочна и одно из них имеет единственную неподвижную точку, то эта точка неподвижна и при втором подобии. Доказать.
Решение. Из (1) следует, что для любых преобразований f и g всегда выполняется равенство . Из него видно, что для того, чтобы , необходимо и достаточно выполнения условия f = fg. Если теперь f и g – подобия и A – единственная неподвижная точка подобия f (центр подобия), то она будет неподвижной при преобразовании fg = f. С другой стороны, по теореме о неподвижной точке подобие fg имеет неподвижную точку g(A). В силу единственности неподвижной точки подобия f = fg должно быть A = g(A), то есть A – неподвижная точка подобия g.
[bookmark: _Toc102802745]
Библиографический список
1. Понарин, Я.П. Перемещения и подобия плоскости. [текст]/ Скопец З.А. – К.: Радянська школа, 1981. – 175 с.
2. Понарин, Я.П. Преобразования пространства. [текст] – Киров: Издательство ВГПУ, 2000. – 80 с.
3. Яглом, И.М. Идеи и методы аффинной и проективной геометрии. Часть 1. [текст]/ В.Г. Ашкинузе. – М.: Учпедгиз, 1962. – 247 с.
4. Скопец, З.А. Геометрические миниатюры. [текст]/ Сост. Г.Д. Глейзер. – М.: Просвещение, 1990. – 224 с.
5. Бахман, Ф. Построение геометрии на основе понятия симметрии. [текст] – М.: Наука, 1969.
[bookmark: _GoBack]
image4.wmf
f

f

f

f

f

f

=

=

-

1

o

o


image94.wmf
QF


image95.wmf
QF

l

QG

=


image96.wmf
QF

l

MO

l

lk

MO

MG

+

-

-

-

=

1

1


image97.wmf
OF


image98.wmf
)

OQ

OF

(

l

MO

l

lk

l

MG

-

+

-

+

-

=

1


image99.wmf
OE


image100.wmf
k

O

H


image101.wmf

image102.wmf
OE

k

OF

=


image103.wmf
)

MO

l

lk

OE

k

(

l

MO

l

lk

l

MG

-

-

+

+

-

+

-

=

1

1

1


image5.wmf
h

h

h

f

g

f

g

o

o

=

)

(


image104.wmf
)

OE

MO

(

lk

OE

lk

MO

l

)

l

(

lk

OE

lk

MO

l

k

l

l

lk

l

MG

+

=

+

-

-

=

+

-

-

+

+

-

=

1

1

1

2


image105.wmf
ME

OE

MO

=

+


image106.wmf
ME

lk

MG

=


image107.wmf
k

O

l

Q

H

H

o


image108.wmf
ME

lk

MG

=


image109.wmf
OQ

lk

l

OM

H

H

H

lk

M

k

O

l

Q

-

-

=

=

1

1

,

o


image110.wmf
l

Q

H

k

O

)

H

(


image111.wmf
l

Q

k

O

l

Q

H

k

O

H

H

H

H

l

Q

/

1

)

(

o

o

=


image112.wmf
l

k

M

l

Q

H

H

/

o


image113.wmf
QO

l

k

k

QM

-

-

=

1

1


image6.wmf
g

h

h

g

f

f

o

=

)

(


image114.wmf
k

S

l

/

k

M

l

Q

H

H

H

=

°


image115.wmf
MQ

k

l

MS

-

-

=

1

1


image116.wmf
QS


image117.wmf
QO


image118.wmf
MS

QM

QS

+

=


image119.wmf
MQ

k

l

QM

QS

-

-

+

=

1

1


image120.wmf
QM

k

k

l

MQ

k

l

k

QS

-

-

=

-

-

+

-

=

1

1

1

1


image121.wmf
QO

)

k

l

)(

k

(

)

k

)(

k

l

(

l

QS

-

-

-

-

=

1

1


image122.wmf
QO

l

QS

=


image123.wmf
QO

l

QS

,

H

)

H

(

k

S

H

k

O

l

Q

=

=


image7.wmf
1

)

(

)

(

-

=

h

f

g

h

f

g

h

o

o

o

o


image124.wmf
k

O

H

l

)

S

(


image125.wmf
)

l

(

H

m

k

O

=


image126.wmf
k

O

H

l

)

S

(


image127.wmf
)

l

(

H

m

,

S

)

S

(

k

O

m

H

l

k

O

=

=


image128.wmf
k

O

k

O

H

H

r

H

r

k

O

/

1

o

r

o

r

=


image129.wmf
k

A

k

O

H

r

H

=

r

o


image130.wmf
r

k

k

ОА

r

-

=

1


image131.wmf
=

k

O

k

O

H

r

H

/

1

o

r

o


image132.wmf
k

O

k

A

H

H

/

1

o


image133.wmf
r

k

OA

k

r

=

-

)

1

(


image8.wmf
E

h

h

=

-

o

1


image134.wmf
r

k

r

k

O

H

r

r

=


image135.wmf
k

O

H

f


image136.wmf
k

O

k

O

H

H

r

H

f

k

O

/

1

o

r

o

=


image137.wmf
k

/

O

H

1


image138.wmf
k

O

H


image139.wmf
k

O

H

f


image140.wmf
l

Q

l

Q

H

k

O

H

H

g

f

)

(

o

=


image141.wmf
l

Q

l

Q

H

k

O

H

H

g

o


image142.wmf
l

Q

H

g


image143.wmf
QO

l

QS

H

H

k

S

H

k

O

l

Q

=

=

,


image9.wmf
h

h

o

1

-


image144.wmf
l

Q

H

f


image145.wmf
k

O

H

g

o

=


image146.wmf
QO

l

QS

H

g

H

g

k

S

H

H

k

O

l

Q

l

Q

=

=

,

)

(

o

o


image147.wmf
k

O

H


image148.wmf
=

=

-

1

)

(

)

(

k

O

k

O

H

g

H

g

f

H

g

f

k

O

o

o

o

o

o


image149.wmf
)

)

((

)

(

1

1

-

-

=

g

H

f

H

g

k

O

k

O

o

o

o

o


image150.wmf
o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

k

O

H

k

O

k

O

k

O

k

O

f

g

g

H

f

H

g

g

H

f

H

g

==

=

-

-

-

-

1

1

1

1

)

)

(

(

)

)

((

)

(


image151.wmf
1

-

g

o


image152.wmf
k

O

H


image153.wmf
g

H

f

g

f

g

g

f

g

k

O

1

1

1

1

=

=

-

-

o

o

o

o


image10.wmf
h

h

h

f

g

h

f

h

h

g

h

f

g

o

o

o

o

o

o

o

=

=

-

-

)

(

)

(

)

(

1

1


image154.wmf
k

O

H

g

f

o


image155.wmf
k

O

H

g

o


image156.wmf
g

k

O

H

f

)

(

o


image157.wmf
g

k

O

g

H

f

)

(

o


image158.wmf
k

)

O

(

g

g

k

O

H

)

H

(

=


image159.wmf
k

O

g

g

k

O

g

H

f

H

f

)

(

1

)

(

o

o

=


image160.wmf
k

O

g

g

k

O

H

f

H

f

)

(

1

)

(

o

o

=


image161.wmf
o

o

o

o

o

o

o

)

(

)

(

)

(

)

(

1

l

Q

l

Q

k

O

l

Q

H

f

k

O

H

f

H

f

H

H

f

H

l

Q

=

=

-


image162.wmf
)

)

((

1

1

-

-

f

H

H

l

Q

k

O

o

o

o


image163.wmf
o

o

o

k

O

l

Q

H

H

f

)

(


image11.wmf
=

=

-

1

)

(

h

f

h

f

g

h

g

o

o


image164.wmf
1

1

1

1

1

)

)

(

(

)

)

((

-

-

-

-

-

=

=

f

H

f

f

H

H

H

f

f

H

l

Q

H

k

O

l

Q

k

O

l

Q

l

Q

o

o

o

o

o

o

o


image165.wmf
k

S

H

k

O

H

H

l

Q

=

)

(


image166.wmf
QO

l

QS

=


image167.wmf
=

-

1

f

H

f

l

Q

H

k

O

o

o


image168.wmf
k

S

f

f

k

S

k

S

H

H

f

H

f

)

(

1

)

(

=

=

=

-

o

o


image169.wmf
QO

l

QS

H

H

k

S

f

H

f

k

O

l

Q

=

=

,

)

(

)

(

o


image170.wmf
l

Q

H

g

k

O

H

f

o

o

)

(

=

y

j


image171.wmf
k

O

l

Q

l

Q

H

g

k

O

H

g

H

g

k

O

H

f

H

f

o

o

o

o

o

)

(

)

(

=


image172.wmf
l

Q

H

g

f

o


image173.wmf
,

)

(

)

(

k

S

g

H

g

k

O

H

H

l

Q

=

o


image12.wmf
)

(

)

(

)

(

1

1

1

1

-

-

-

-

=

=

h

g

f

g

h

h

g

f

g

h

o

o

o

o

o

o

o

o


image174.wmf
QO

l

QS

=


image175.wmf
x

=

l

Q

H

g

k

O

H

f

o

o

)

(


image176.wmf
k

S

g

H

h

)

(

o

=

x


image177.wmf
QO

l

QS

=


image178.wmf
r

r


image179.wmf
1

-

=

g

r

g

r

g

o

r

o

r


image180.wmf
r

r


image181.wmf
r

M

M

r

=

2

1


image182.wmf
2

1

М

М


image183.wmf
3

ММ


image13.wmf
1

1

1

)

(

-

-

-

=

h

g

g

h

o

o


image184.wmf
g

r

r


image185.wmf
)

(

r

g

p

r

r

=


image186.wmf
p

r

g

r

r

=


image187.wmf
)

(

r

g

p

r

r

=


image188.wmf
1

-

=

g

Z

g

Z

O

g

O

o

o


image189.wmf
g

O

Z


image190.wmf
)

(

O

g

g

O

Z

Z

=


image191.wmf
=

g

l

S


image192.wmf
1

-

=

g

S

g

l

o

o


image193.wmf
,

2

1

l

M

M

^


image14.wmf
g

h

h

g

f

g

h

f

g

h

f

o

o

o

o

o

=

=

-

1

)

(

)

(

)

(


image194.wmf
O

l

M

M

=

Ç

2

1


image195.wmf
g

l

S


image196.wmf
)

l

(

g

g

l

S

S

=


image197.wmf
1

)

(

-

=

g

H

g

H

k

O

g

k

O

o

o


image198.wmf
k

O

M

O

M

=

1

2


image199.wmf
k

МО

О

М

=

1

1

3


image200.wmf
g

k

O

)

H

(


image201.wmf
k

)

O

(

g

H


image202.wmf
k

)

O

(

g

g

k

O

H

)

H

(

=


image203.wmf
ï

î

ï

í

ì

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

,

d

z

c

y

b

x

a

z'

,

d

z

c

y

b

x

a

y'

,

d

z

c

y

b

x

a

x'

3

3

3

3

2

2

2

2

1

1

1

1


image15.wmf
g

g

f

g

f

g

g

f

g

g

f

g

f

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

=

=

=

o

o

o

o

o

o


image204.wmf
ï

î

ï

í

ì

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

,

n

z

m

y

l

x

k

z'

,

n

z

m

y

l

x

k

y'

,

n

z

m

y

l

x

k

x'

3

3

3

3

2

2

2

2

1

1

1

1


image205.wmf
'

1

e


image206.wmf
'

2

e


image207.wmf
'

3

e


image208.wmf
'

'

1

e


image209.wmf
'

'

2

e


image210.wmf
'

'

3

e


image211.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

=

=

.

kz

'

z

,

ky

'

y

,

kx

'

x

:

H

k

O


image212.wmf
1

)

(

-

=

k

O

k

O

H

H

g

H

g

k

O

o

o


image213.wmf
k

/

O

k

O

H

)

H

(

1

1

=

-


image16.wmf
E

f

f

f

=

=

2

o


image214.wmf
1

1

1

1

1

d

)

z

c

y

b

x

a

(

k

+

+

+


image215.wmf
2

2

2

2

1

d

)

z

c

y

b

x

a

(

k

+

+

+


image216.wmf
3

3

3

3

1

d

)

z

c

y

b

x

a

(

k

+

+

+


image217.wmf
1

1

1

1

kd

z

c

y

b

x

a

+

+

+


image218.wmf
2

2

2

2

kd

z

c

y

b

x

a

+

+

+


image219.wmf
3

3

3

3

kd

z

c

y

b

x

a

+

+

+


image220.wmf
k

O

H

g


image221.wmf
ï

î

ï

í

ì

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

.

k d

z

c

y

b

x

a

z'

,

k d

z

c

y

b

x

a

y'

,

k d

z

c

y

b

x

a

x'

:

k

O

H

g

3

3

3

3

2

2

2

2

1

1

1

1


image222.wmf
,

r

g

g

k

O

H

r

o

=


image223.wmf
r

r


image17.wmf
E

E

f

f

f

f

f

f

g

g

g

g

g

g

=

=

=

=

=

)

(

)

(

)

(

2

2

o

o


image224.wmf
))

k

(

d

),

k

(

d

),

k

(

d

(

r

1

1

1

3

2

1

-

-

-

r


image225.wmf
k

O

H


image226.wmf
k

O

k

O

H

H

g

H

g

k

O

/

1

o

o

=


image227.wmf
k

O

H

/

1


image228.wmf
m

q

A

d

q

A

d

=

)

,

(

)

,

(

1

2


image229.wmf
)

(

1

q

H

q

k

O

=


image230.wmf
k

B

A

B

A

B

A

AB

=

=

2

2

3

3

1

1


image231.wmf
m

B

A

B

A

AB

B

A

=

=

1

1

2

2

3

3


image232.wmf
m

q

A

d

q

A

d

=

)

,

(

)

,

(

1

1

3


image233.wmf
)

(

q

H

k

O


image18.wmf
)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

u

g

v

g

g

u

g

v

g

u

v

S

S

S

S

S

S

o

o

o

=

=


image234.wmf
m

q

A

d

A

А

=

)

,

(

1

2

1


image235.wmf
)

(

1

q

H

q

k

O

=


image236.wmf
k

А

A

A

А

B

A

AB

=

=

2

1

3

1

1


image237.wmf
m

B

A

А

A

AB

A

А

=

=

1

1

2

1

3


image238.wmf
m

q

A

d

АA

=

)

,

(

1

3


image239.wmf
r

r


image240.wmf
r

r


image241.wmf
r

g

r

g

r

-

=

o

o

r

r


image242.wmf
r

-


image243.wmf
r

r


image19.wmf
r

S

S

u

v

r

o

=


image244.wmf
r

g

r


image245.wmf
ï

î

ï

í

ì

+

+

-

-

-

+

+

=

+

+

-

-

-

+

+

=

+

+

-

-

-

+

+

=

.

3

3

3

3

3

3

3

'

,

2

2

2

2

2

2

2

'

,

1

1

1

1

1

1

1

'

:

c

d

cc

bb

aa

z

c

y

b

x

a

z

b

d

cc

bb

aa

z

c

y

b

x

a

y

a

d

cc

bb

aa

z

c

y

b

x

a

x

r

g

r


image246.wmf
p

g

g

r

r

o

r

=


image247.wmf
p

r


image248.wmf
1

)

(

-

=

O

O

Z

Z

g

Z

g

O

o

o


image249.wmf
O

O

Z

Z

g

Z

g

O

o

o

=


image250.wmf
O

Z

g


image251.wmf
ï

î

ï

í

ì

-

+

+

=

-

+

+

=

-

+

+

=

.

3

3

3

3

'

,

2

2

2

2

'

,

1

1

1

1

'

:

d

z

c

y

b

x

a

z

d

z

c

y

b

x

a

y

d

z

c

y

b

x

a

x

O

Z

g


image252.wmf
q

g

g

O

Z

r

o

=


image253.wmf
q

r


image20.wmf
r

p

,

p

r

g

r

r

r

r

=

=


image254.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

-

=

-

=

.

'

,

'

,

'

:

z

z

y

y

x

x

S

l


image255.wmf
1

)

(

-

=

l

l

S

S

g

S

g

l

o

o


image256.wmf
l

l

S

S

g

S

g

l

o

o

=


image257.wmf
l

S

g


image258.wmf
ï

î

ï

í

ì

-

-

+

=

-

-

+

=

-

-

+

=

.

3

3

3

3

'

,

2

2

2

2

'

,

1

1

1

1

'

:

d

z

c

y

b

x

a

z

d

z

c

y

b

x

a

y

d

z

c

y

b

x

a

x

l

S

g


image259.wmf
ï

î

ï

í

ì

-

=

=

=

.

'

,

'

,

'

:

z

z

y

y

x

x

S

a


image260.wmf
1

)

(

-

=

a

a

a

S

g

S

g

S

o

o


image261.wmf
a

a

a

S

g

S

g

S

o

o

=


image262.wmf
a

S

g


image263.wmf
ï

î

ï

í

ì

-

+

-

-

=

+

-

+

=

+

-

+

=

.

3

3

3

3

'

,

2

2

2

2

'

,

1

1

1

1

'

:

d

z

c

y

b

x

a

z

d

z

c

y

b

x

a

y

d

z

c

y

b

x

a

x

S

g

a


image21.wmf
a

O

R


image264.wmf
k

AP

P

A

=

'


image265.wmf
1

-

=

f

g

f

g

f

o

o


image266.wmf
k

)

q

,

A

(

d

)

q

,

A

(

d

=

1

2


image267.wmf
=

)

,

(

)

,

(

1

2

q

A

d

q

A

d


image268.wmf
k

q

A

d

q

A

d

=

)

,

(

)

,

(

1

1

3


image269.wmf
k

q

A

d

q

A

d

=

)

,

(

)

,

(

1

1

3


image270.wmf
k

AP

AA

=

'


image271.wmf
k

q

A

d

A

A

=

)

,

(

1

2

1


image272.wmf
k

q

A

d

AA

=

)

,

(

1

3


image273.wmf
k

O

H

f

h

o

=


image22.wmf
r

r


image274.wmf
)

)

((

)

(

)

(

)

(

1

1

1

-

-

-

=

=

f

H

g

H

f

H

f

g

H

f

g

k

O

k

O

k

O

k

O

H

f

k

O

o

o

o

o

o

o

o

o

o


image275.wmf
=

-

-

)

)

((

)

(

1

1

f

H

g

H

f

k

O

k

O

o

o

o

o


image276.wmf
1

1

1

)

)

(

(

-

-

-

=

=

f

g

f

f

H

g

H

f

k

O

H

k

O

k

O

o

o

o

o

o

o


image277.wmf
k

O

H

g


image278.wmf
1

)

(

q

q

H

k

O

=


image279.wmf
f

H

g

f

g

f

f

g

f

k

O

1

1

1

1

=

=

-

-

o

o

o

o


image280.wmf
)

(

)

(

q

h

q

H

f

k

O

=

o


image281.wmf
=

k

O

H

f

g

o


image282.wmf
=

=

-

1

)

(

)

(

k

O

k

O

H

f

g

H

f

o

o

o

o


image283.wmf
)

)

((

)

(

1

1

-

-

f

H

g

H

f

k

O

k

O

o

o

o

o


image23.wmf
p

r


image284.wmf
=

-

-

)

)

((

)

(

1

1

f

H

g

H

f

k

O

k

O

o

o

o

o


image285.wmf
1

1

1

)

)

(

(

-

-

-

=

=

f

g

f

f

H

g

H

f

k

O

H

k

O

k

O

o

o

o

o

o

o


image286.wmf
1

-

=

f

g

f

g

f

o

o


image287.wmf
k

q

A

d

q

A

d

=

)

,

(

)

,

(

1

2


image288.wmf
k

A

С

С

A

B

A

B

A

=

=

3

3

1

1

2

2


image289.wmf
3

3

3

C

B

A

ACB

Ð

=

Ð


image290.wmf
k

AB

B

A

AC

C

A

=

=

3

3

3

3


image291.wmf
k

q

A

d

q

A

d

=

)

,

(

)

,

(

1

1

3


image292.wmf
=

+

=

)

(

2

1

BE

CD

MN


image24.wmf
r

p

r

r

=


image293.wmf
)

(

2

1

OB

OE

CD

-

+

=


image294.wmf
OD

CD

®


image295.wmf
®

OE


image296.wmf
FE


image297.wmf
OA

OB

®


image298.wmf
MN


image299.wmf
OD

(

2

1


image300.wmf
PN

FE

AD

OA

FE

=

+

=

-

+

)

(

2

1

)


image301.wmf
g

f

f

g

g

o

o

=


image302.wmf
g

S

S

g

l

g

l

o

o

)

(

=


image25.wmf
а

r


image303.wmf
g

S

S

g

l

l

o

o

=


image304.wmf
k

l

m

m

l

k

A

B

C

C

B

A

o

o

o

o

=


image305.wmf
=

m

k

l

m

C

A

B

C

1

)

(

o

o

o


image306.wmf
l

k

B

A

o

=


image307.wmf
l

k

C

k

l

B

A

A

B

m

o

o

=

)

(


image308.wmf
lk

k

l

P

A

B

=

o


image309.wmf
)

(

AB

P

Î


image310.wmf
l

B

lk

l

lk

l

l

k

P

B

P

B

B

A

1

)

(

1

=

=

o

o

o


image311.wmf
lk

l

k

Q

B

A

=

o


image312.wmf
)

(

PQ

B

Î


image26.wmf
(

)

g

g

a

x

а

х

=

r


image313.wmf
lk

C

lk

Q

P

m

=

)

(


image314.wmf
)

(

PQ

C

Î


image315.wmf
)

(

PQ

C

Î


image316.wmf
r

A

B

k

l

r

o

=


image317.wmf
=

l

k

B

A

o


image318.wmf
l

B

l

l

r

B

r

B

1

1

r

o

r

o

=

=


image319.wmf
r

l

B

A

l

k

r

o

1

=


image320.wmf
r

l

r

m

C

r

r

1

=


image321.wmf
r

l

r

m

r

r

1

=


image322.wmf
m

l

k

k

l

m

Q

R

P

P

R

Q

o

o

o

o

=


image27.wmf
a

x

r

r

r

=


image323.wmf
l

S

Q

l

Q

l

Z

S

Z

S

)

(

=

o

o


image324.wmf
A

S

Q

Z

Z

l

=

)

(


image325.wmf
l

Q

Ï


image326.wmf
l

Q

Î


image327.wmf
g

f

f

g

g

o

o

=


image328.wmf
g

f

f

g

o

o

=


image28.wmf
g

g

g

a

x

a

x

a

x

a

x

r

r

=

=

=

=

=

r

r

r


image29.wmf
a

r

r

r

­­


image30.wmf
a

r

r

r

­¯


image31.wmf
g

g

a

r

­­


image32.wmf
g

g

a

r

­¯


image33.wmf
g

g

a

x

r

=


image34.wmf
(

)

g

g

g

b

y

a

x

yb

xa

+

=

+


image35.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

g

g

g

g

g

g

g

g

b

y

a

x

a

x

b

y

a

x

b

y

xa

yb

yb

xa

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

°

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

°

=

°

=

+

r

r


image36.wmf
Ð


image37.wmf
Ð


image38.wmf
Ð


image39.wmf
a

O

R

u

S

v

S

=

o


image40.wmf
,

)

(

)

(

a

a

±

=

O

g

g

O

R

R


image41.wmf
v

u

O

S

u

v

S

S

R

S

S

l

o

o

=

=

-

a

)

(


image42.wmf
g

O

g

O

)

R

(

)

Z

(

o

180

=


image43.wmf
o

o

180

180

)

O

(

g

g

O

R

)

R

(

=


image44.wmf
g

S

a


image45.wmf
)

(

g

g

S

S

a

a

=


image46.wmf
Ð


image47.wmf
g

g

l

S

S

R

)

(

)

(

g

b

a

o

=


image48.wmf
)

(

)

(

g

b

g

b

g

g

g

g

S

S

S

S

o

o

=


image49.wmf
j

g

b

±

=

m

g

g

R

S

S

)

(

)

(

o


image50.wmf
a

±

a

=

)

l

(

g

g

l

R

)

R

(


image51.wmf
g

k

O

)

H

(


image52.wmf
c

A

g

k

O

H

)

H

(

=


image53.wmf
2

M

)

M

(

H

k

O

=


image54.wmf
A

O

g

H

H

k

A

g

k

O

=

=

)

(

,

)

(


image55.wmf
k

O

l

Q

H

H

o


image56.wmf
АВ


image57.wmf
AB

k

)

AB

(

H

k

O

=


image58.wmf
AB

lk

AB

k

H

l

Q

=

)

(


image59.wmf
r

r


image60.wmf
r

r


image61.wmf
O

O

H

k

O

=

)

(


image62.wmf
P

)

O

(

H

l

Q

=


image63.wmf
QO

l

QP

=


image1.wmf
1

-

g

f

g

o

o


image64.wmf
OQ

l

QP

OQ

ОР

)

1

(

-

=

+

=


image65.wmf
k

O

l

Q

H

H

°


image66.wmf
OQ

)

l

(

-

1


image67.wmf
OQ

)

k

/

(

H

H

k

O

k

/

Q

1

1

1

-

=

°


image68.wmf
C

)

M

(

H

k

O

=


image69.wmf
D

)

C

(

H

l

Q

=


image70.wmf
QD

QM

=


image71.wmf
=

+

=

=

)

(

ОC

QO

l

QC

l

QD


image72.wmf
)

(

OM

k

QO

l

+


image73.wmf
QD

QM

=


image2.wmf
g

f

g

f

g

=

-

1

o

o


image74.wmf
OM

QO

QM

+

=


image75.wmf
)

OM

k

QO

(

l

OM

QO

+

=

+


image76.wmf
QO

)

l

(

OM

)

lk

(

1

1

-

=

-


image77.wmf
OM


image78.wmf
OQ

lk

l

OM

-

-

=

1

1


image79.wmf
OQ

||

OM


image80.wmf
F

)

E

(

H

k

O

=


image81.wmf
G

)

F

(

H

l

Q

=


image82.wmf
ME

lk

MG

=


image83.wmf
ME


image3.wmf
1

-

=

g

f

g

f

g

o

o


image84.wmf
MG


image85.wmf
MO


image86.wmf
OE


image87.wmf
OE

MO

ME

+

=


image88.wmf
QG

OQ

MO

MG

+

+

=


image89.wmf
OQ


image90.wmf
MO


image91.wmf
MO

l

lk

OQ

-

-

=

1

1


image92.wmf
QG


image93.wmf
l

Q

H


