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1. [bookmark: _Toc512072246]
Содержательная постановка задачи
Изготовление сложных изделий требует выполнения совокупности взаимозависимых работ, связи между которыми хорошо описываются с помощью канонических сетевых моделей – ориентированных взвешенных графов без петель и контуров, элементам которых поставлены в соответствие некоторые характеристики. При этом события (факт окончания или начала выполнения работ) соответствуют вершинам графа, а работы – дугам, ориентация которых соответствует технологии этого процесса.
Каноничность сетевой модели означает, что никакая работа не может начать выполняться до тех пор, пока не завершатся все ей предшествующие по технологии изготовления работы.
При описании предметной области мы будем пользоваться понятиями изделие – продукт трудовой деятельности, и работа – составная часть изделия. Принятие управленческих решений в дальнейшем мы будем отождествлять с распределением ресурсов, необходимых для выполнения работ.
Работы сетевых моделей мы будем характеризовать технологическими, организационными и ресурсными условиями.
К технологическим условиям относятся:
· условия взаимозависимости выполнения работ,
· условия, связанные с интенсивностями потребления работами ресурсов,
· условия, связанные с возможными длительностями выполнения работ.
К организационным условиям относятся:
· условия, связанные с моментами начала работ,
· условия, связанные с моментами окончания работ.
К ресурсным условиям относятся условия, связанные с расходованием ресурсов при выполнении работ.
Целью планирования является построение расписания выполнения заданного комплекса взаимозависимых работ таким образом, чтобы при заданных свойствах ресурсов и работ оптимизировать выбранную меру эффективности.
2. [bookmark: _Toc512072247]Математическая модель многоресурсного сетевого планирования
Исходные параметры математической модели
Пусть T={1,2,...,T0} – множество тактов планирования (период планирования).
P={1,2,…,k} – множество изделий.
Множество работ, составляющих изделие pP, обозначим J(p).

J=={1,2,…,n} – множество всех работ, для удобства изложения будем считать, что работы имеют сквозную нумерацию по всем изделиям,
Обозначим K(j) – множество работ, непосредственно предшествующих работе с номером j, jJ,
I={1,2,…,n} – множество различных ресурсов,
Обозначим Vit – количество ресурса i, которое в такт t поступит в систему, iI, tT.
Технологические параметры
rij – ресурсоемкость работы j по ресурсу i, iI, jJ. Это количество ресурсов необходимое для выполнения работы. Будем предполагать, что для выполнения работы требуется ресурс только одного вида.
mij, Mij – минимальная и максимальная интенсивности потребления работой j ресурса i, iI, jJ. Интенсивность выполнения работы - это количество ресурса, которое может потребить работа за один такт планирования.


t, t – минимальная и максимальная длительности выполнения работы j, jJ. Длительность выполнения – это число тактов, в течении которых выполняется работа.
Организационные параметры
qj– ранний срок возможного начала выполнения работы j, jJ.
Dj– директивный срок окончания выполнения работы j, jJD, где JD - множество работ, имеющих директивные сроки, JD J.
Варьируемые параметры математической модели
x=(x1,...,xJ) – вектор времен начала выполнения работ,
y=(y1,...,yJ) – вектор времен окончания выполнения работ,
zijt– интенсивность потребления работой j ресурс i в такт t, iI, jJ, tT.
Ограничения математической модели
Технологические ограничения
Варьируемые параметры модели <xj, yj, zijt, iI, jJ, tT> определяют множество частично-целочисленных неотрицательных переменных:

                                           (2.1)
Взаимозависимость работ, определяющая каноничность сетевой модели, задается ограничениями:

                                                (2.2)
Ограничения на интенсивности потребления работами ресурсов и требования выполнения работ без перерывов:

            (2.3)
Ограничения на длительности выполнения работ:

                                                (2.4)
Полное использование необходимых ресурсов означает полное выполнение работы:

.                                               (2.5)
Организационные ограничения
Ограничения на сроки начала работ:
xj  qj, jJ.                                                                   (2.6)
Ограничения на сроки окончания работ:
yj  Dj, jJD.                                                                (2.7)
Ресурсные ограничения
Количество ресурса i, которое может быть использовано в такт t для изготовления изделий не превосходит количества ресурса, поступившего в систему:

.                                             (2.8)
Исходные параметры, варьируемые параметры и ограничения (2.1)-(2.8) представляют собой общую математическую модель процесса изготовления совокупности сложных изделий.
3. [bookmark: _Toc512072248]Исследование математической модели


Пусть  () – минимальное (максимальное) количество тактов, за которое работа j потребит ресурс i.



 
iI, jJ.
Здесь А – достаточно большое число, [а]- операция взятия целой части числа а.
Минимально возможная длительность работы j определяется следующим образом:

.
Максимально возможная длительность работы j:

.
Будем говорить, что математическая модель имеет технологически допустимое решение, если система (2.1)-(2.5) совместна.
Теорема1
Условия:

, jJ,

mijrij , iI, jJ
являются необходимыми и достаточными для совместности системы (2.1)-(2.5).
Будем говорить, что математическая модель имеет организационно-технологически допустимое решение, если система (2.1)-(2.7) совместна.
Пусть Tj – максимальная суммарная продолжительность работ, начиная с работы j, для которой K(j)=, и заканчивая работой j j JD. Эта величина представляет собой величину критического пути.
Теорема 2.
Условия:

, jJ,

mijrij , iI, jJ,
TjDj, jJD                       (3.5)
являются необходимыми и достаточными для совместности системы (2.1)-(2.7).
Будем говорить, что математическая модель имеет организационно-ресурсно-технологически допустимое решение, если система (2.1)-(2.8) совместна.
Теорема 3.
Проблема существования организационно-ресурсно-технологически допустимого решения относится к классу NP-полных.
Доказательство заключается в постановке в рамках общей модели задачи Джонсона для m (m>2) станков.
Доказательства теорем приведены в [1].
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В рамках построенной общей математической модели ставятся различные оптимизационные задачи. Постановка задачи определяется двумя факторами: множеством допустимых решений и критерием (или группой критериев) оптимальности. Множество допустимых решений задается системой ограничений, которая выбирается из вышеописанных условий (2.1)-(2.8). Среди ограничений задачи обязательно должны присутствовать технологические ограничения и могут присутствовать ограничения организационного или (и) ресурсного типа. Вместо ограничений организационного и ресурсного типа могут вводиться соответствующие критерии оптимальности.
Первым типом оптимизационных задач являются задачи, в которых допускаются нарушения организационных ограничений. При этом на систему обслуживания накладываются штрафные санкции. Определим для каждой работы jJD функцию штрафа, связанную с выполнением ее после директивного срока:

fj(yj, Dj)=  , jJD.
Таким образом, определяется группа частных критериев, связанных с нарушениями директивных сроков выполнения работ fj(yj,Dj)min, jJD.
В качестве обобщенного функционала можно рассматривать аддитивную свертку частных критериев. 

F=min.         (4.1)
Функционал F определяет количество тактов нарушения сроков выполнения для работ, имеющих директивные сроки. Минимизация функционала F отражает стремление своевременно завершать выполнение работ. Постановка задач этого типа включает исходные параметры, варьируемые параметры, ограничения (2.1)-(2.5), (2.8), критерий (4.1).

Другой тип оптимизационных задач связан с возможностью нарушения ресурсных ограничений. Введем частные критерии оптимальности для условий ресурсного типа.

git(,Vit)min   iI, tT.


Здесь  – количество i-го ресурса, необходимое для выполнения работ в такт t, Vit – количество i-го ресурса, которое поступает в систему в такт t. Функция git(,Vit) определяет для каждого ресурса i функцию штрафа, связанную с неиспользованием или с недостатком его в такт t.


git(,Vit)= iI, tT.
it – параметр, определяющий штрафные санкции, связанные с неиспользованием 1% ресурса i в такт t.
it – параметр, определяющий штрафные санкции, связанные с недостатком 1% ресурса i в такт t.
В качестве обобщенного функционала выберем следующий:

Ф=min.         (4.2)
Функционал Ф определяет максимальные штрафные санкции за неравномерность расходования ресурсов по тактам планирования.
Постановка задач этого типа включает исходные параметры, варьируемые параметры, ограничения (2.1)-(2.7), критерий (4.2).
В случае, когда разрешаются нарушения и организационных и ресурсных ограничений, задача планирования ставится как бикритериальная задача с ограничениями (2.1)-(2.6) и критериями (4.1), (4.2). 
5. [bookmark: _Toc512072250]Алгоритмы решения задач
Предлагаемый алгоритм основан на идеологии «жадных алгоритмов» (аналог метода градиента для непрерывных задач): выбранная из фронта работ очередная работа включается в строящееся расписание, причем для ее выполнения используются все доступные к данному моменту времени ресурсы в максимально возможном объеме.
На подготовительном этапе каждой работе j, используя технологические ограничения, присваивается длительность tj, jJ, тем самым осуществляется переход к сетевым моделям, для которых можно провести расчет временных характеристик: найти моменты раннего начала выполнения работы, раннего окончания выполнения работы, позднего начала и позднего окончания выполнения работ.

  ,     jJ.

,  jJ.

,  jJ.

,       jJ.

Затем каждой работе ставится в соответствие величина  - резерв времени работы j, jJ.
Пусть t0 – произвольный такт планирования, t0T. Назовем «фронтом работ» множество F(t0) – множество работ, любая из которых может выполняться, начиная с такта t0, t0T.
Для выбора очередной работы из фронта работ перейдем от множества F(t0) к вектору (t0), компоненты которого и будут определять порядок выполнения работ. Существует несколько способов определения вектора (t0).
Пусть F(t0)={j1,j2,...,jk}. Тогда (t0)=(1,2,...,k), lq, l, qF(t0), где q – номер работы, выполняемой q-ой по порядку. Упорядочим работы множества F(t0) по неубыванию резервов времени и перенумеруем их. Это первый способ получения вектора (t0).

Используя полученную перестановку построим матрицу Р=pijkk. Элемент этой матрицы pij определяет резерв времени, который будет иметь работа i, если она будет включена в строящееся расписание j-ой по порядку. В матрице Р ищется произвольная незаполненная ячейка  и начальная перестановка преобразуется таким образом, чтобы работа i0 выполнялась j0-ой по порядку. Строится новое расписание, рассчитываются новые резервы времени, и заполняются соответствующие элементы матрицы. Процедура повторяется, пока не будут заполнены все элементы матрицы P.
Введем переменные xij , которые имеют следующую содержательную интерпретацию:


  i,j=.
Для нахождения порядка выполнения работ, при котором суммарный временной резерв минимален, следует решить следующую задачу:


, j=.


, i=.


x {0,1}, i,j=.


.
Построенная задача является задачей о назначениях и может быть решена известными алгоритмами (например, алгоритмом Куна). По полученному решению X* находится искомый вектор , определяющий порядок выполнения работ из фронта работ. 
Таким образом, предлагаются два алгоритма упорядочения работ из фронта работ. Использование упорядочения по неубыванию резервов времени работ более быстрый результат расчета. При использовании второго алгоритма результат расчета может быть лучше, но этот алгоритм требует больших временных затрат.
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Для решения задач сетевого планирования создана диалоговая программная система. Эта программная система позволяет вводить, редактировать, хранить данные, необходимые для решения конкретной прикладной задачи, получать решение задачи планирования.
Данные, необходимые для решения задачи объединяются в одном проекте. Под проектом понимается информация трех типов: общие характеристики проекта, данные о работах, данные о ресурсах.
Общие характеристики проекта включают в себя наименование проекта, дату начала периода планирования, длительность периода планирования, режим планирования (месяцы/ дни).
Информация о изделиях включает в себя наименование и список составляющих его работ. Для каждой работы указывается тип необходимого ресурса, ресурсоемкость, минимальная и максимальная интенсивность, директивный срок, список предшествующих работ. Корректировка данных о работах производится на листе «Работы».
Информация о ресурсах включает в себя наименование, количество ресурса, текущую, начальную и максимальную перегрузку, приращение перегрузки. Корректировка данных о ресурсах производится на листе «Ресурсы».
Справочная информация доступна в двух видах: в виде краткой выпадающей подсказки при фиксировании курсора на элементе и в виде подробной информации в отдельном окне при нажатии клавиши «F1».
После вызова системы «Распределение ресурсов в сетевых канонических структурах» пользователю предоставляется возможность выбора уже существующего проекта либо занесение информации о новом проекте.
Для создания нового проекта следует выбрать пункт меню Проект/Новый и ввести наименование проекта. После этого в единую базу данных добавляется запись, которая будет содержать характеристики нового проекта.
Для выбора проекта следует выбрать пункт меню Проект/Загрузить.
Корректировка данных о проекте производится на листе «Проект». При режиме планирования в календарных днях учитываются выходные дни, рассчитанные исходя из длительности рабочей недели, а так же праздничные дни. Предоставляется возможность назначения выходных или праздничных дней рабочими. При изменении начальной даты или длительности периода планирования определяются новые рабочие дни, и проверяется, принадлежат ли директивные сроки работ новому периоду планирования.
Для настройки заголовков таблиц на терминологию рассматриваемой предметной области следует выбрать пункт меню Вид/Настройка заголовков.
7. [bookmark: _Toc512072252]Типовые сценарии принятия решений
После подготовки исходной информации пользователь имеет возможность получить решение задачи без перерасхода ресурсов. Для этого следует ввести нулевые начальные перегрузки на листе «Ресурсы». После этого выбрать пункт меню Расчет/Произвести расчет.
Результаты решения задачи отображаются в следующем виде.
· Таблица «Расходование ресурсов» на листе «Ресурсы», отражающая потребности в ресурсе каждого вида по всем тактам планирования. По нажатию правой кнопки мыши на такте таблицы выдается подробная информация о способе расходования ресурса. Указываются номера работ и количества выделяемого им ресурса в указанном такте планирования.
· Таблица «Результат расчета» на листе «Расчет», содержащая времена начала, завершения и величины нарушения директивных сроков для всех работ. 
· График выполнения работ в виде диаграммы Ганта на листе «Расписание». Ячейка окрашена синим цветом, если работа выполняется до директивного срока, красным – если работа выполняется после директивного срока. Розовым цветом окрашены ячейки от директивного срока до момента начала выполнения работы. Для получения информации об интенсивности выполнения работы по тактам нажмите правую кнопку мыши на строке, соответствующей нужной работе.
· Таблица, содержащая суммарные штрафы для всех величин перегрузок ресурсов от начальной до максимальной перегрузки. При работе по первому сценарию в этой таблице будет одна строка.
Если директивные сроки не нарушены, то задача решена. Если же директивные сроки нарушены, то на следующих этапах необходимо получить ответ на вопрос: при каком перерасходе ресурсов работы могут быть выполнены в сроки, не превышающие директивные.
Второй сценарий позволяет определять минимально необходимое количество ресурсов, необходимых для обеспечения выполнения всех работ в заданные директивные сроки. Результатом является определение минимальной перегрузки.
На листе «Ресурсы» нужно задать интервалы изменения перерасхода ресурсов и величину приращения перегрузки. При выборе Расчет/Произвести расчет производится построение расписаний выбранным алгоритмом в заданном периоде планирования. При этом перерасход ресурсов увеличивается, начиная с начальной перегрузки до максимальной перегрузки. Если все работы завершаются до своих директивных сроков, то расчет прекращается. На листе «Перегрузки» отображаются величины перегрузок для каждого ресурса, начиная с начальной перегрузки, с заданным приращением до максимальной перегрузки и величина нарушения директивных сроков. Чтобы просмотреть расписание, соответствующее одному из значений перегрузок, нужно поставить курсор на нужную строку в таблице перегрузок и нажать кнопку «Восстановить расписание».
В любой момент возможно прерывание расчета с сохранением уже полученной информацией.
Используя введенные сценарии, диалоговая программная система позволяет строить всю область Парето-оптимальных (квазиоптимальных) решений для бикритериальной задачи с критериями, оценивающими как сроки завершения выполнения работ, так и количество ресурсов, обеспечивающих выполнение найденного расписания.
8. [bookmark: _Toc512072253]Пример
Изделие А состоит из шести работ и имеет следующий график выполнения:
 (
Работа 3
) (
Работа 6
) (
Работа 2
) (
Работа 5
) (
Работа 4
) (
Работа 1
)









[bookmark: _Toc510767953]Характеристики работ изделия А
	Номер работы
	Минимальная интенсивность
	Тип ресурса
	Ресурсоемкость
	Директивный срок

	1
	10
	3
	500
	

	2
	20
	1
	800
	

	3
	15
	3
	700
	

	4
	50
	3
	1300
	

	5
	3
	2
	600
	

	6
	10
	1
	500
	01.12.01



Изделие В состоит из пяти работ.
 (
Работа 5
) (
Работа 2
) (
Работа 1
) (
Работа 4
) (
Работа 3
)










Характеристики работ изделия В
	Номер работы
	Минимальная интенсивность
	Тип ресурса
	Ресурсоемкость
	Директивный срок

	1
	15
	1
	500
	

	2
	50
	3
	1000
	

	3
	12
	2
	700
	

	4
	6
	1
	650
	

	5
	10
	2
	400
	01.12.01



Все работы начинаются 01.01.01. Директивные сроки заданы для завершающих работ каждого изделия.
Для выполнения работ предоставляются ресурсы трех типов.
Характеристики ресурсов
	Тип ресурса
	Количество
	Начальная перегрузка
	Приращение перегрузки
	Максимальная перегрузка

	1
	200
	0
	0
	100

	2
	200
	0
	0
	100

	3
	300
	0
	0
	100



Начало периода планирования 01.01.01. Длительность периода планирования 15 месяцев. 
Расчет сроков выполнения работ без перерасхода ресурсов (первый сценарий) дает следующие результаты:
	Алгоритм
	Количество тактов нарушения дир. сроков

	1
	9

	2
	5


Для определения потребностей в ресурсах, обеспечивающих выполнение всех работ в заданные директивные сроки, следует задать приращение перегрузки – 5% для каждого типа ресурсов и произвести расчет.
Результаты расчета по второму сценарию:
	Алгоритм
	Величина максимальной перегрузки

	1
	30

	2
	25


9. [bookmark: _Toc512072254]Задания по лабораторной работе
Задание 1. Ввести данные исходные параметры процесса планирования выпуска двух изделий, содержащих не менее 5 работ каждое. 
Задание 2. При помощи первого сценария найти решение задачи планирования неулучшаемое по критерию (4.1).
Задание 3. При помощи второго сценария найти решение задачи планирования неулучшаемое по критерию (4.2).
[bookmark: _Toc512072255]Литература
1. Прилуцкий М.Х. Математическая модель многокритериального распределения ресурсов на сетях и условие ее разрешимости // Сб. «Принятие оптимальных решений в экономических системах». Горький, 1985, с. 62-65.
2. [bookmark: _GoBack]Прилуцкий М.Х., Кумагина Е.А. Перестановочные процедуры решения задач распределения ресурсов. Межвузовский сборник научных трудов «Прикладные задачи моделирования и оптимизации» ч.II, Воронеж, 2000. С.81-90.
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